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"un sistema demasiado universal,
un sistema en el que 'puede decirse
demasiado', tiene que ser contradic-—
terio." A, Mostowski (1)
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"Es sabido, que el desarrollo de la matemdtica
en la direccidén de una mayor exactitud ha conducido
a la formalizacién de amplias regiones de ella, de
tal modo que las demostraciones pueden ser llevadas
a cabo por aplicacidén de unas pocas reglas mecédnicas"(2).

Con estas palabras comenzaba su articulo un joven
nmatemdtico austrf{aco en el afio 1931, y en ellas se
describia claramente lo que habfa ocurrido en los pro-
gresos matemdticos del medio siglo precedente, Pero
el articulo aue continuaba a dicho encabezamiento iba
a producir un cambio de rumbo, mostrando claramente
las limitaciones inherentes al proceder demostrativo
mecédnico,

Dicho articulo fue conocido, con el correr de
los afios, como el "Teorema de GBdel", y en él quedaban
expuestos 1los primeros escollos insalvables con los
que se encontraba el método demostrativo después de
mds de dos mil afios de vida, en los cuales habfa sido
sefialado en numerosas oportunidades como paradigma
del método cientifico.

En particular, allf{ se enuncizban dos resultados
por demds significatives, Uno, que en los sistemas
aritméticos considerados mds amplios, se podfan expo-
ner férmulas indemostrables que podfan indicarse como
verdaderas, 0tro, que en dichos sistemas no podria
demostrarse la no contradiccidn, con medios similares
perc mds reducidos ques los;que, posefan,

Bl trab=jo sefialado fue la guia utilizada por
numerosos autores para la obtencidn de otras importan-
tes conclusiones, no sélo acerca de los sistemas for-
mal.es, sino inclusive de computacidn,

El siguiente escrito pretende poner en evidencia
el cambio de perspectiva para los sistemas formales
la que conllevan, tanto los resultados como los méto-
dos, de 1la obra de Kurt Gddel.
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El teorema de Gbdel estA precedido por una época
de grandes avances en el estudio de los sistemas mate-~
mdticos y 1légicos y, particularmente, por la maduracién
del concepto de sistema formal abstracto o mecanismo
(en el sentido abstracto del término).

Hacia fines del siglo pasado el neckantismo en
auge tiene una gran influencia sobre la filosoffa de
la ciencia, principalmente bajo la forma de un psico-
logismo que intentaba reducir las eciencias formales
a4 meras consecuencias del pensar humano, en el sentido
de que las leyes y los conceptos de la 16zica y de la
matemidtica no eran mds que la manifestacidén de deter-
minados procesos cerebrales. ‘

De esta corriente de pensamiento partieipa el
Joven Husserl al escribir la Filosofia de 1la aritméti-
La, y en el prélogo de las Investigaciones Légicas,
cuando ya ha abandonado al psicologismo, escribe: "Yo
habfa participado de la conmviceidn imperante de que
la psicologia es la que ha de dar la explicacidén filo-
séfica de la légica de las ciencins deductivas, como
de toda 16gica en gemeral™(1l).

Quien no habfa adherido al psicoloiismo reinante
era Gottlob Frege, que por tal mérito habia recibido
las criticas del Husserl de la Filosoffa de la arit-
mética. Frege, con una concepcidén que bien podriamos
catalogar de idealista, distingue los conceptos puros
de ciertas formae histdriecas que pueden tomar. En este
sentido dice: "Lo que se llama historia de los concep-
tos es mds bien una historia de nuestro conncimiento

de los conceptos o de los significados de las pala-
bras. S6lo a través de un gran trabajo intelectual,
que puede durar siglos, se logra llegar, =1 fin, a
conocer un concepto en su pureza, a despojarlo de en-
volturas extrafias que lo ocultaban a los 0jos del es-
piritu®(2).



Se comprende entonces que para Frege, como las
verdades de la matemAtica no se basan en la psicolo-
gla, deben poscer otro fundamento distinto, siendo
elocuente la imagen que da dicho autor: "Después que
uno ha quedado convencido, tras vanos intentos de
moverlo, de lo inamovible de un pefiasco, afin se pue-
de preguntar qué es 1o que le presta apoyo tan segu-
ro. Cuanto mds se prosiguen estas investizaciones, a
tantas menos verdades primitivas se retrotrae todo;

y este simplificacién ya es en sf misma unas meta que
vale la pena perseguir"(3). Y sostiene aue, como las
verdades de la matemAtica son analfticas, las "verda-
des primitivas" son las de la 1l6gica: "Las verdades
de la aritmética, respecto a las de la 16#ica, debe-
rian mantener un contacto semejante al de los teore
mas respecto a los axiomas de la geometr{a"(4).

Esta concepeifn, segin 1a cual la aritmética se
deduce de¢ la 16gica, se conb@e con el nombre de logi=
cismo, y ya habfa sido esbozada antes de 1 publica-
cién de Los_ fundamentos de da aritmética, segin cita
el propio Frege: "Muy deeidido en favor de 1a natura-
leza analfitica de las leéyes de los nimeros se pronun—
cia W, Stanley Jevons: "Sostengo aque el £lzebra es
una légica al tamente desarrollada, y que el nudmero
no es sino un isearmimiento 16gico""™(5).

Debido a 1a posicifn que habia asumido, mientras
muchos de sus contemvordneos se hallan en investiga=-
ciones de neto corte psicolégico, Frege se aboca de
lleno a investigaciones acerca de la 1égica y de 1la
deduccidn. Y alcanza un éxito notable al desarrollar
—-en su obra Conceptograffa de 1879~ un c4lculo 167ico
que es la base del usado actualmente.

Una década después aparecia en la ciudai italin-
na de Turfn una pequefia obra escrita en latf{n con el
t{tulo Arithmetices principia, nova methodo exposita,
cuyo autor era el matemdtico italiano Giuseppe Peano,




A pesar de su brevedad (XVI+20 p4g.), esta obra
contenfa una gran parte de la aritmética, merced a
haber logrado una notable economfa de medios. BEs de
destacar que en dicha obra aparece el llamado "axioma
de induccién completa", que se utiliza para asignar
propiedades a clases infinitas. Tal axioma expresa
que, en primer lugar, si el primer nimero posee una
propiedad -por ejemplo, si el nimero uno posee dicha
propiedad-, y, en segundo lugar, si cada vez que la
posee un nimero cualquicra la posee el siguiente de
dicho nimero -por ejemplo, si la posee el uno enton—
ces la posee el dos, si la posee el dos, también el
tres, etc.~, entonces todos los niimeros naturales
poseen la propiedad antedicha,

Por las contribuciones de Frege y de Peano pa-
recfa que, hacia principios de este siglo, era tarea
relativamente sencilla el convertir la 1légica y la
aritmética en un . 8iztema deductivo. Pero en 1902
Frege recibe una desagradable sorpresa: una carta del
por entonces jovel Bertrand Russell (6) le anuncia
que dentrC de su sistema.se puede formular unz para-
doja: "Sea w el predicado: ser un predicado que no
se predica de s{ miSmos gPuede w predicarse de sf mis-
mo? De cada respuesta se sigue la opuesta,"(7) Frege
contesta: "Su deicubrimiento de la contradiccidn me
causé la méa g;andp gorpresa y, casi dirfa, conster-
nacién"(8).

Este problemade Yas paradojas que pueden formu-
larse en los sistemas 16gicos fue solucionada por el
propio Russell, mediante la teorfa de los tipos. Asf,
en 1910-13 aparece la obra Principia mathematica, es-

crita por Whitehead y Russell, en la que se expone
bajo la forma de una teorfa deductiva la 16gica pro-
posicional, de predicados, de clases y de relaciones
¥y prédcticamente toda la aritmética de su tiempo. Esta
obra es tenida por Russell como un triunfo de 1a et
cuela logicista, a tal punto que llegd a decir: "Para
acallar las voces de quienes no admiten 1a identidad




de 16gica y matemdtica, nosotros podemos desafiarlos
a indicar en qué punto, de las sucesivas definiciones
y deducciones de Principia Mathematica consideran que
termina la l6gica y comienza 1a matendtica"(9). Pero
una de las definiciones que parece tener una estrecha
vinculacién s6lo con la matemdtica es el axioma de
infinito.

A pesar de que las dificultades que crearon las
paradajas fueron convincentemente solucionadas, oi-
mentaron la desconfianza en los matemdticos de prin-
cipios de siglo. En efecto, si en sistemas que apa-~
recian como confiables, y en los cuales sélo se usa-
ban conceptos y deducciones que eran claros a la in-
tuicién, habfan podido formularse contradicciones y
paradojas, ¢qué garantia se tenia que no iban a apa-
recer otras en los préximos pasos?.

Frente a este hecho Ssurjsieron las otras do: es-
cuelas que acompanaron al logicismo de Frege v Russel)
en los comienzos de este s8iglo. Estas son: el intui-
cionismo, que se desarrollo bajo la inspirncién de
Brouwer, y el formalismo, que tuvo a la cabezn a
Hilbert.

Refiriéndose a Brouwer, dice Weyl: "le acuerdo
con su punto de vista 'y su interpretacién de la his-
toria, la 1légicp/cldsica fue abstrafda de 1a matemd-
tica de los conjuntos|finitos ) sus subconjuntos...
Olvidando este limitado origen, se entendid después
erréneamente que la 1légica es algo que 3e ncuenfra
por encima de y que es anterior a toda matemdtica, y
finalmente se 1la aplicd, sin justificacién, a 1z ma-
temdtica de 108 conjuntos infinitos"(10)"Brouwer es-
tablecié claramente, y a mi entender mAs alld de to-
da duda, que no hay evidencia que soportie la creencia
en el caricter existencial de la totalidai de los nd-
meros naturales...lLa secuencia de nimeros que vz cre-
ciendo méds alld de todo limite ya alcanz=zdo median te
el paso al nimero siguiente, es una multitud de posi-



BEl programa de Hilbert, conocido con el nombre
je formalista, tiene como meta un nuevo tipo de fun-
damentacién de la matemdtica., A tal efecto se inicia
otra clase de trabajos tedricos dentro de una nue-
va disciplina que se denomina "metamatemética". En
resumen, si los snistemas 1légicos y nmatemiticos ha-
bfan deparado sorpresas, era por el desconocimiento
de tales sistemas. Si, en cambio, lo0s sometiamos a
estudio, eptonces se podria prever lo que acontece-
ria y 1o que no, en 108 subsiguientes desarrollos de
los formalismos.

El punto culminante de los estudios metamatemd-
ticos era la demostracién de que en un sistema formal
determinado nunca iba a aparecer una contradicecidn,
con lo cual se considerarfa que tal sistema es taba
suficientemente fundado.

La estrategia que desarrollo Hilbert para alcan-

zar tan ambicioso objetivo era una suerte de reducceidn

del infinito a términes finitos., En matemdtica, por
més que se trabajara con el infinito, este s81n po-
dfa surgir como interpretacidén de algunn secuencia
finita de signos, es decir, comno el significado de
una determinada férmula. Pero como con el surgimiento
del infinito se perdfa nuestra intuicién y comenzaban
1las dificul tades, 1a/solucién propuesta era que se
consideraran sélamente 1ad secuencias de signos, sin
atencién al signifilcadel que 'se)les atribufa. Asf, el
estudio de los sistemas formales se reduciz a las
consideraciones acerca de las combinaciones que Se
pueden realizar con ciertos signos. En estas conbina-
torias no entraba para nada el concepto de infinito
y, por 1o tanto, debian ser fAcilmente predictibles,
Con 108 estudios metamatemdticos se fue forjan-
do un vocabulario técnico referente a las propiedades
de los sistemas formales, definiciones que pasiremos



a detallar, puesto que son utilizadas a lo largo de
este trabajo.

En primer lugar se denominard coherente a un sis-
tema formal en el cual, para una interpretacién dada,
no es verdadera ninguna contradiccién. Vinculado a
este dltimo, reservamos el término “"consistencia" pa-
ra cnracterfsticas relacionadas a la demostracidn,
Asi, definimos que un sistema con reglas de inferen-
cia y un concepto de negacién, es simplemente consis-
tente si, y sélo si, para toda férmula A demostrable,
no es demostrable la negacién de A (14).

En la 18gica proposicional cldsica ~como la des-
arrollada en Principia Mathematica-, existe el teore-

ma p2("p>q), por lo cual, mediante una simple aplica-
cién del Modus Ponens (regla de separacifn), a partir
de una férmula cualquiera y de su negacidn, se puede
demostrar toda férmula del sistema (15), con lo cual
la demostracién pierde tode walor y se convierte en
una suerte de artificio inditil, Se ve, entonces, que,
en un sistema que posea dicha légica, el hecho de que
no pueda deducirse una econtradiccidn, tiene un valor
especial. Pero como un .sistema puede poseer otras 16-
gicas, se suele definir otro concepto de consistencia,
mucho més general y m4&s importante que el de consis-
tencia simple, Eneste sentido se dird que un sistema
es absolutamente consistente B8i, y sélo si, al menos
una férmula no e3 demostrable en dicho sistema (16),.

De lo antedicho se extrae como consecuencia que amboS
conceptos son equivalentes en 1la 18gica proposicional
clédsica. En este trabajo, cuando ambas definiciones
no sean equivalentes se deberi interpretar el término
"consistente" en este dltimo sentido.

Respecto al concepto de completud, dene decirse
que puede ser definido de diferentes maneras (17).
En el marco del presente estudio tiene importancia
el que se denomina "completud en sentido débil"., Pa-



ra poder definir este concepto, vamos a hacerlo antes
con el de "férmula universalmente vAlida". Supongamos

a tal efecto un sistema formal con variables, constan-
tes, una regla de sustitucién y una interpretacién
dada. En tal sistema se denominard f6rmula universal-
mente vdlida a toda férmula con variables, de modo que,
para toda sustitucién de las variables por constantes
se obtengan sélo proposiciones verdaderas (18). Un

sistema formal como el enunciado en dltimo luzai, aue
posea ademds reglas de inferencia, se denominard com-
pleto si, y sélo si, son demostrables todas las fér-
mulas universalmente v4lidas (19).

Conceptos equivalentes a los aquf mencionados ya
habfan sido definidos por Hilbert y miembros de 5u es=
cuela con anterioridad al Teorema de Godel. En dicho
trabajo Gddel dio la primera definicién de "decidible"
(entscheidungsdefinit) (20). Actualmente se denomina
a un sistema formal decidible 8i se cuenta con un pro=
cedimiento efectivo que permita demostrar todos los
teoremas (21).
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Para comprender mejor el desarrollo del Teoremn
de Gvdel, €S necesario tener presente el mecanismo
general de la demostracién. En tal sentido el propio
Gédel encabeza Su trabajo con una descripcién previa
de los principios de la prueba, realizada a modo de
un esbozo,

Dadas las dificultades inherentes a 1la prueba
misma, creo conveniente la definicién de un par de
conceptos que contribuyan a su comprensidén, y que a
la vez, creen cierta perspectiva que sirva para exten-
der los resul tados de dicho trabajo hacia cierta con-
cepcién general de los sistemas formales, que se ir4
constituyendo a lo largo de este trabajo.

Dichos conceptos son el de la aritmética como
lenguaje y como mecanismo. De ningin modo se piense
que dichos conceptes son mutuamente excluyentes, sino
simplemente, que son dos concepciones de 1= aritméti-
ca.

Los lenguajes han nacido de las necesidades de
comunicacidén entre los hombres, y en tal sentido po=-
seen, por asi deeirlo, una finalidal que le es5 extrin-
seca (1). Pero la necgsidad no implic: un= concepcidn
reducida: formas como el arte puedeén ser necesidades
y puede hablarse de un lenguaje artistico.

Debe tenersé en cuenta que los lenguajes son en-
tes eminentemente)pldsticos (2): Cuando se comenzd
con la tarea de gue las'com@ﬁtadoras comprendieran
los lenguajes naturales, se cayé en la cuenta que
dentro de una concepcién rigida es imposible su uti-
lizacién como medio de comunicacién. Uno de los pri-
meros programas capaz de comprender un reducido gru-
po de brdenes en idioma inglés se conocid con el nom-
bre de SHRDLU y, con respecto a sus limitaciones, di-
ce Hofstadter: "Lo sorprendente del lenguaje es la
imprecisién con que lo manejamos y cémo, pese a ello,
nos es posible servirnos satisfactoriament: de é1.
SHROLU utiliza las palabras de una manera "metdlica";



en cambio las persenas lo hacen de una manera "mal e~
able", "eldstica", e inclusive de "rosca ajustable":
si las palabras fueran tuercas y bulones, lo que ha=
ce la gente es conseguir que cualquier tuerca se ajus-
te a cualquier bulén, mediante el simple recurso de
comprimir y estrujar uno dentro del otro, tal como

en algunas pinturas surrealistas, donde todas las co=-
sas presentan una consistencia blanda. &l lenguaje,

en manos humanas, se transforma prdcticamente en un
elemento fluido" (3).

3i damos un vistazo a los ienguajes histéricos
vemos cémo se fueron desarrollando a través del tiem=
po para responder a las nuevas necesidades y a las
nuevas concepciones. La dinfémica de esta evolucidn
es tal, que en repetidas ocasiones hay nue reconocer
que ya se trata de otro idioma.

las ciencias, desde sus origenes, se ven en l=a
necesidad de gestar nuevos lenguajes. En un principio,
aprovechando la plasticidad de las lenguas natural es,
utilizan a éstas eomo base y la moiifican en el sen-
tido de sus finalidades, Lumego, la orecha entre los
idiomas histéricos y los dengurjes cient{ficos sc va
ahondando, llegando en algungs casos al punto donde
sélo poseen en comin algunos términos, pero utilizados
con diferente significado.

Dentro del;tipo: de proceses descritos, se dio
un gran paso cuando se constituyé un lensuaje geomé-
trico. A tal punto se ha destacado la importancia de
este hecho que Geymonat sefiala como causa de gque l1la
geometria haya llegado a ser ciencia entre 1os srie-
gos y la fisica no,es, precisamente, la creacidn del
lenguaje cientifico propio de la geome tria (4),

Asf, en un sentido muy general de lenguaje, pode-
mos considerar a la aritmética como un lenjuaje. En
primer lugar forman parte de las lenguas histéricas
conocimientos aritméticos elementales: los términos



